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Definition: Der Vektorraum
VY = Homg(V, M

heisst der Dualraum von V', und seine Elemente heissen Linearformen auf V.

Proposition-Definition: Sei B = (v,...,v,) eine geordnete Basis eines K-Vektorraums V. Fiir jedes
1 <i<nseil; €V die lineare Abbildung

n
gl@—> K, Zj:l T;Vj = Tj.

Dann ist BY := (¢4,...,{,) eine geordnete Basis von V" genannt die duale Basis zu B.

Proposition: Seien B eine geordnete Basis von V' und B’ eine geordnete Basis von W, und sei f: V — W
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eine lineare Abbildung. Dann gilt
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Proposition: Fiir jeden K-Vektorraum V und jedes Element v € V ist die Auswertungs-Abbildung

(evaluation)
evy: VY — K, s ((v)

lineaylso ein Element des Bidualraums (V). Die induzierte Abbildung

(%) V— (VV)V, v ev,
& —o QU
ist hneaylnd injektiv/Sie ist ein Isomorphlsmus_genau dann, wenn V' endlich-dimensional ist.
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5.11 LQuotientenvektorréiume Z
o

Semnes K-Vektorraums V. Fiir jedes v € V' betrachte die Te

,\’&Q**—-%a_w..(_/( U—FU:: {v+u|ueU}CV.7

Geometrisch ist dies ein zu U paralleler affin-linearer Teilraum von V.
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Proposition: Je zwei Teilmengen der Form v+ U sind entweder gleich oder disjunkt, und die Vereinigung

aller ist V. Genauer gilt

v+U=0v4U << v—velU < vV ev+U < ved+U.
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Proposition: Die Menge der Teilmengen

VIU = {v+U|veV}

besitzt eine eindeutige Struktur eines K-Vektorraums, so dass gilt: >

%
“(a) Vo, eVi(w+U)+ (W +U)=(v+0)+U. Q”Q‘M%Z’“\"@l
(b) Vve VVAeK:X-(v+U)=(Av)+U. é

Fiir diese gilt weiter:
(c) Das Nullelement von V/U ist Oy, = Oy + L@

(d) Das additive Inverse jedes Elements v + U ist —(v+U) = (—v) + U.
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Definition: V/U heisst der Quotientenvektorraum oder Faktorraum von V nach U.

Proposition: Die Abbildung 7: V' — V/U, v v + U ist lineay und surjektiy/und hat Kern i]/
V4 v

Beispiel: (a) Es ist U V' genau dann, wenn V/U iO}lSt vEW (T (= UtU= U
(= vel .

(b) Es ist U ﬁ Ok genau dann wenn 7 ein Isomorphismus ist.



Proposition: (Universelle Eigenschaft) Fiir jeden K-Vektorraum W und jede lineare Abbildung f: V —

W mit U C Kern! f ) existiert genau eine lineare Abbildung f: V/U — W mit f om = f, das heisst, so
— ——
dass das folgende Diagramm kommutiert:
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Proposition: Ein Unterraum U’ C V ist ein Komplement von U genau dann, wenn die Abbildung
7|y s U — V/U ein Isomorphismus ist.
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Beispiel: Fiir m < n betrachte die Injektion ¢: K™ — K" x — (‘S) sowie die dazu komplementére
Injektion j: K" — K", y (2) Dann induziert j einen Isomorphismus K™ = K" /i(K™).

Proposition: Sei B eine Basis von V', so dass BN U eine Basis von U ist. Dann ist {v+ U |v € B\ U}
eine Basis von V/U. Insbesondere gilt

Variante: Sei B = (by,...,b,) eine geordnete Basis von V', deren Anfangssegment B’ := (by,...,b,,) eine
geordnete Basis von U ist. Dann ist B” := (b1 + U, ..., b, + U) eine geordnete Basis von V/U.



